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‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π*

‚§√ß √â“ß·≈–«—µ∂ÿÀ≈“¬ ‘Ëß∑’Ëæ∫‰¥â√Õ∫µ—«¢Õß‡√“¡’ ¡∫—µ‘
æ‘‡»…ª√–°“√Àπ÷Ëß‡√’¬°«à“ ¡’‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π (·ø√Á°∑—≈) ´÷Ëß
¡’√“°»—æ∑å¡“®“°°“√∑’Ë‚§√ß √â“ß‡À≈à“π’È„Àâ¡‘µ‘¡’§à“‰¡à‡ªìπ®”π«π‡µÁ¡.
∫∑§«“¡π’È®–°≈à“«∂÷ßπ‘¬“¡µà“ßÊ ¢Õß§”«à“ ¡‘µ‘ ·≈–„Àâµ—«Õ¬à“ß
‚§√ß √â“ß·≈–«—µ∂ÿ∑’Ëπà“ π„®„π∏√√¡™“µ‘ ∑’Ë¡’‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π.

§” ”§—≠ : ‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π

¬ß§å«‘¡≈  ‡≈≥∫ÿ√’
√“™∫—≥±‘µ  ”π—°«‘∑¬“»“ µ√å

√“™∫—≥±‘µ¬ ∂“π

°“√≥å¥—ß°≈à“«‡°’Ë¬«¢âÕßÕ¬à“ß„°≈â™‘¥
°—∫°√–∫«π°“√∑’Ëπ”‰ªª√–¬ÿ°µå„™â‰¥â
®√‘ß ‡™àπ

● ‡π◊ÈÕ„π¢Õß‚≈À–º ¡∑’Ë‡ªìπ
‚§√ß √â“ß°‘Ëß°â“π∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ√–À«à“ß°“√
·¢Áßµ—« ∑”„Àâ‚≈À–º ¡π—Èπ¡’ ¡∫—µ‘
∑“ß°≈»“ µ√å·µ°µà“ßÕÕ°‰ª

● „π°“√¢ÿ¥πÈ”¡—π (secondary
oil recovery) ‚¥¬«‘∏’©’¥Õ—¥πÈ”‡¢â“‰ª
„πæ◊Èπ¥‘πºà“π∑“ß∫àÕÀπ÷Ëß ‡æ◊ËÕº≈—°
¥—ππÈ”¡—π„Àâ‰À≈ÕÕ°∑“ß∫àÕ„°≈â‡§’¬ß.
ª√– ‘∑∏‘¿“æ¢Õß«‘∏’°“√¥—ß°≈à“«∂Ÿ°
Õ‘∑∏‘æ≈¢Õß‚§√ß √â“ßæ√àÕß®”π«π¢Õß
viscous finger µ√ßº‘« —¡º— √–À«à“ß
πÈ”°—∫πÈ”¡—π.

 ¡∫—µ‘¢Õß™‘Èπ à«π

«—µ∂ÿ∑’Ë¡’‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π
π—Èπ ¡’≈—°…≥–√à«¡ ¥—ßπ’È

● ≈—°…≥–§≈â“¬µ—«‡Õß (self-
similar) ´÷Ëß‰¡à¢÷Èπ°—∫¡“µ√“ à«π∑’Ë
·µ°µà“ß (scale invariant).  π—Ëπ§◊Õ
∂â“µ—¥‡Õ“ à«πÀπ÷ËßÕÕ°¡“¢¬“¬¥Ÿ  ‘Ëß
∑’Ë‰¥â¡“®–§≈â“¬«—µ∂ÿ‡¥‘¡ ‡™àπ

- ≈—°…≥–™“¬Ωíòß¢Õßª√–‡∑»
Õ—ß°ƒ…

- ≈“¬°‘Ëß„π„∫‡øî√åπ

§”π”

„π™à«ß∑»«√√…∑’Ëºà“π‰ª π—°
«‘∑¬“»“ µ√å„π “¢“«‘™“µà“ßÊ ‰¥â§âπ
æ∫«à“ ‚§√ß √â“ß∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ„π°“√∑¥≈Õß
µà“ßÊ ¡’≈—°…≥–æ‘‡»…∑“ß‡√¢“§≥‘µ
∫“ßª√–°“√´÷Ëß´—∫´âÕπ.  MandelbrotÒ

‡ªìπ§π·√°∑’Ë™’Èπ”§«“¡ π„®¡“ Ÿà
 ¡∫—µ‘‡™‘ß‡√¢“§≥‘µ‡©æ“–¢Õß ‘Ëß¢Õß
‡™àπ °‘Ëß°â“π¢Õßµâπ‰¡â ™“¬Ωíòß¢Õß∑«’ª
À√◊Õæ◊Èπº‘«¢Õß°âÕπ‡¡¶.  ‡¢“µ—Èß™◊ËÕ
√Ÿª√à“ß´—∫´âÕπ‡À≈à“π’È«à“ ‡√¢“§≥‘µ
æ√àÕß®”π«π (·ø√Á°∑—≈) ´÷Ëß∫àß∂÷ß
°“√∑’Ë ‘Ëßµà“ßÊ‡À≈à“π’È¡’¡‘µ‘∑’Ë‰¡à‡ªìπ
®”π«π‡µÁ¡ (non-integer).

ß“π«‘®—¬‰¥âπ”‰ª Ÿà°“√§âπæ∫ ‘Ëß∑’Ë
¡’ ‡ √¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«πÕ’°‡ªìπ

®”π«π¡“° ´÷Ëß√«¡‰ª∂÷ß°“√√«¡µ—«
‡ªìπ°≈ÿà¡°âÕπ¢Õß«—µ∂ÿ¢π“¥®ÿ≈∑√√»πå
‰ª®π∂÷ß°≈ÿà¡¥“«„π∑“ß™â“ß‡º◊Õ°.
 “¢“ ”§—≠∑’Ë»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫‡√¢“§≥‘µ
æ√àÕß®”π«π§◊Õ ª√“°Ø°“√≥å°àÕµ—«
´÷Ë ß¡’ ≈— °…≥–‰¡à ¡¥ÿ ≈Õ¬à “ ß¡“°
µ—«Õ¬à“ß‡™àπ °“√·¢Áßµ—«‡ªìπ°‘Ëß°â“π
„πµ—«°≈“ß∑’Ë‡¬Áπ‰¡à‡æ’¬ßæÕ, °“√ – ¡
(µ°µ–°Õπ) ‡™‘ß‰øøÑ“¢Õß‰ÕÕÕπ∫π
¢—È«‰øøÑ“ À√◊Õ°“√§◊∫µ—«¢Õß¢Õß‡À≈«
Àπ◊¥∑’Ë∂Ÿ°©’¥‡¢â“ Ÿà¢Õß‡À≈«Àπ◊¥Õ’°
™π‘¥Àπ÷Ëß.

‡Àµÿº≈∑’Ë¡’§«“¡µ◊Ëπµ—«„π°“√
æ—≤π“°“√«‘®—¬¥â“π°“√‡®√‘≠æ√àÕß
®”π«π (fractal growth) Õ¬à“ß√«¥‡√Á«
„π‰¡à°’Ëªï∑’Ëºà“π¡“ °Á‡π◊ËÕß®“°ª√“°Ø-

*∫√√¬“¬„π°“√ª√–™ÿ¡ ”π—°«‘∑¬“»“ µ√å √“™∫—≥±‘µ¬ ∂“π ‡¡◊ËÕ«—π∑’Ë Ò µÿ≈“§¡ æ.». ÚıÙÙ
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‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«πÒˆˆ

● ª√‘¡“µ√ V(R) ¢Õß∫√‘‡«≥∑’Ë
¡’¢Õ∫‡¢µµ“¡¡“µ√“ à«π∑’Ë°”Àπ¥
®–·ª√º—πµ“¡¢π“¥ ‡™‘ß‡ âπ√—»¡’ (R)
¢Õß«—µ∂ÿπ—Èπ µ“¡ Ÿµ√

V(R) ~ RD

‚¥¬∑’Ë D ‰¡à‡ªìπ®”π«π‡µÁ¡
(non-integer) ´÷Ëß∂Ÿ°‡√’¬°«à“ ¡‘µ‘
æ√àÕß®”π«π (fractal dimension)
¢Õß«—µ∂ÿπ—Èπ.

µ—«Õ¬à“ß¢Õß°“√À“¡‘µ‘

„Àâæ‘®“√≥“ triadic Cantor set
¥—ß„π√Ÿª

π‘¬“¡¢Õß¡‘µ‘

°”Àπ¥„Àâ d = dimension ¢Õß
ª√‘¿Ÿ¡‘∑’Ë∫√√®ÿ«—µ∂ÿ∑’ËµâÕß°“√À“¡‘µ‘Õ¬Ÿà
‡™àπ ∂â“µâÕß°“√À“¡‘µ‘ D ¢Õß Cantor
set ́ ÷Ëß«“¥Õ¬Ÿà„π√–π“∫ °Á®–‰¥â d = Ú
‡π◊ËÕß®“°√–π“∫¡’¡‘µ‘ = Ú

„π‡ âπµ√ß, §”«à“ çbox ¡‘µ‘ Òé
®–À¡“¬∂÷ß ™à«ß¬àÕ¬

„π√–π“∫, §”«à“ çbox ¡‘µ‘ Úé
®–À¡“¬∂÷ß  ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—µÿ√— 

„πª√‘¿Ÿ¡‘ Û ¡‘µ‘, çbox ¡‘µ‘ Ûé
®–À¡“¬∂÷ß ≈Ÿ°∫“»°å

∂â“«—µ∂ÿπ—Èπ‡ªìπ ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—µÿ√— 
§«“¡¬“«¥â“π Ò Àπà«¬,

N(1) = 1

1 1 -2

N = 4 =2 2
1 1 -2

N = 16 =4 4
1 1 -2

N = 26 =      ,etc8 8

1 1  -2

  => N = 22k =2k 2k

N(l) = l-2

- π‘¬“¡„Àâ¡‘µ‘¢Õß«—µ∂ÿπ—Èπ §◊Õ

lnN(l)
D = lim

l→0 ln(l/l)

µ—«Õ¬à“ß‡™àπ

∂â“«—µ∂ÿπ—Èπ‡ªìπ‡ âπµ√ß

ln(l-1)
D = lim = 1

l→0 ln(l-1)

∂â“«—µ∂ÿπ—Èπ‡ªìπ ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—µÿ√— 
§«“¡¬“«¥â“π Ò Àπà«¬

ln(l-1)
D = lim = 2

l→0 ln(l-1)

«‘∏’°“√ √â“ß

¢—Èπ∑’Ë Ò µ—¥™à«ß [, Ò] ÕÕ°
‡ªìπ Û  à«π‡∑à“Ê °—π ·≈â«¥÷ß™à«ß¬àÕ¬
§«“¡¬“«  µ√ß°≈“ßÕÕ°

¢—Èπ∑’Ë Ú µ—¥ Ú ™à«ß¬àÕ¬∑’Ë‡À≈◊Õ
ÕÕ°‡ªìπ Û  à«π‡∑à“Ê °—π ·≈â«¥÷ß™à«ß
¬àÕ¬§«“¡¬“«  µ√ß°≈“ß∑—Èß Ú
ÕÕ°

∑”µàÕ‰ª È́”Ê „π∑”πÕß‡¥’¬«
°—ππ’ÈÕ¬à“ß‰¡à√Ÿâ®∫.  «—µ∂ÿ∑’Ë‰¥â‡√’¬°«à“
triadic Cantor set.

«‘∏’π‘¬“¡¡‘µ‘ D «‘∏’Àπ÷Ëß§◊Õ :
- „Àâ N(l) ‡ªìπ®”π«π box (¡‘µ‘

d) ´÷Ëß¡’§«“¡¬“«¥â“π‡∑à“°—∫ l ∑’Ë
 “¡“√∂ªî¥«—µ∂ÿπ—Èπ‰¥â¡‘¥

µ—«Õ¬à“ß‡™àπ ∂â“«—µ∂ÿπ—Èπ‡ªìπ
‡ âπµ√ß ¬“« Ò Àπà«¬,

N(1) = 1

1N = 22
1N = 3,3

N(l) = l-1

1
1/2 1/2
1 2

1/4 1/4 1/4 1/4
1 2 3 4

1/3 1/3 1/3
1 2 3

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

1 2

3 4

1

Ò
Û

Ò
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∂â“«—µ∂ÿπ—Èπ‡ªìπ Cantor set
N(1) = 1

1N = 23
1N = 4 = 22

32

1N = 8 = 23

33

1N = 2k

3k

ln(2k) ln2
. . . D = lim =

k →∞ ln(3k) ln3

≅ 0.6309

´÷Ëß‰¡à‡ªìπ®”π«π‡µÁ¡ Cantor set ®÷ß
‡ªìπ ‘Ëßæ√àÕß®”π«π.

µ—«Õ¬à“ß¢Õß«—µ∂ÿ∑’Ë¡’‡√¢“§≥‘µ

æ√àÕß®”π«π

Ò. Sierpinski gasket ¥—ß„π√Ÿª

¡’≈—°…≥–§≈â“¬µ—«‡Õß (self
similar) ·≈– D = ≅  1.581 ´÷Ëß
‰¡à‡ªìπ®”π«π‡µÁ¡

Ú. Triadic Koch Curve

ln4D = ≅  1.2628ln3

Û. Mandelbrot set

®“° ¡°“√ z
k+1

 = z2 - µ

‡´µ¢Õß§à“¢Õß µ ́ ÷Ëß z
k
 ‰¡à≈Ÿà Ÿà ∞ ®“°

§à“‡√‘Ë¡µâπ z
0
 = 0 ¡’¢Õ∫‡¢µ‡ªìπ‚§âß

æ√àÕß®”π«π (fractal curve)

Ù. Julia Set

®“° ¡°“√
z’ = f(z) =z2 - µ     (*)

‚¥¬∑’Ë z ·≈– µ ‡ªìπ®”π«π‡™‘ß´âÕπ
‡´µ¢Õß§à“ z ´÷Ëß‰¡à·ª√

‡ª≈’Ë¬π (invariant) ¿“¬„µâ°“√·ª≈ß
(*)  ”À√—∫§à“ µ §à“„¥§à“Àπ÷Ëß‡ªìπ ‘Ëß
æ√àÕß®”π«π

¬— ß¡’ «—µ∂ÿ „π∏√√¡™“µ‘Õ’°
¡“°¡“¬∑’Ëæ∫«à “¡’≈—°…≥–æ√àÕß
®”π«π¥—ß„π√Ÿªµà“ßÊ µàÕ‰ªπ’È

°≈ÿà¡°âÕπ°“√√«¡µ—«¢ÕßÕπÿ¿“§
∑’Ëµ°≈ß„π·π«¥‘Ëß ‡√‘Ë¡®“°µ—«≈àÕº≈÷°
(seed) ∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬« ·≈–®“°µ—«≈àÕº≈÷°
µ“¡·π«‡ âπµ√ß¥â“π≈à“ß.

°“√µ°µ–°Õπ∂à«ßπÈ”Àπ—°¢π“¥
¡À∑√√»πå (macroscopic) · ¥ß∂÷ß
°“√∑’Ë‡°≈Á¥À‘¡–‰À≈≈◊Ëπ≈ßµ“¡·ºàπ
°√–®°¡“√«¡µ—«°—π ‚¥¬¬÷¥µ‘¥°—∫
 à«π∑’Ë·µ–°—π.

ln3
ln2

k
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‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«πÒˆ¯

æ◊Èπº‘«¢√ÿ¢√–∑’Ë‰¥â®“°·∫∫®”≈Õß
¢Õß≈—°…≥–¢Õß∫√‘‡«≥¿Ÿ‡¢“∑’Ë∂Ÿ°
πÈ”´—¥‡´“–‡ªìπæ◊Èπº‘«æ√àÕß®”π«π
 —¡æ√√§µ—«‡Õß (self affine fractal)
·¡àπÈ”‡ªìπ ‘Ëßæ√àÕß®”π«π§≈â“¬µ—«‡Õß
(self similar fractal).

®ÿ¥‡À≈◊Õß §◊Õ ·π«°“√·æ√à (dif-
fusion front) ´÷Ëß°àÕµ—«¢÷Èπ ‡¡◊ËÕ
Õπÿ¿“§·æ√à®“°·π«°”‡π‘¥¥â“π≈à“ß
¢Õß¿“æ.

°≈ÿà¡¢ÕßÕπÿ¿“§ ı, ™‘Èπ

´÷Ëß‡°‘¥®“°°“√ª≈àÕ¬Õπÿ¿“§∑’≈–™‘Èπ
®“°®ÿ¥πÕ°·≈µ∑‘´‰°≈¡“° ´÷ËßÕπÿ-
¿“§®–·æ√à‡ªìπ·π«‡¥‘π ÿà¡ (random
walk) ®π¡“µ‘¥°—∫°≈ÿà¡∑’Ë°àÕµ—«Õ¬Ÿà∑’Ë
®ÿ¥„¥®ÿ¥Àπ÷Ëß.

°“√°√–®“¬§«“¡πà“®–‡ªìπ
(probability distribution) ¢Õß°“√
æ∫Õπÿ¿“§∑’Ë·æ√à¡“√Õ∫Ê°≈ÿà¡°âÕπ
(aggregate)  ’‡À≈◊Õß ́ ÷Ëßª√–°Õ∫¥â«¬
Õπÿ¿“§ Úı, ™‘Èπ.

 à«πæ√àÕß®”π«π´÷Ëß‡°‘¥®“°
viscous fingering ‡¡◊ËÕ¢Õß‰À≈∑’Ë

Àπ◊¥πâÕ¬°«à“ (‡¢’¬«) ∂Ÿ°©’¥‡¢â“„π·ºàπ
¢Õß¢Õß‡À≈«∑’ËÀπ◊¥¡“°°«à“ (·¥ß)
´÷Ëß∂Ÿ°°—°Õ¬Ÿà√–À«à“ß·ºàπ°√–®° Ú
·ºàπ.

°“√‡µ‘∫‚µ¢Õßπ‘§¡·∫§∑’‡√’¬
¿“¬„π∫√‘‡«≥∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢µ‡ªìπ«ß°≈¡.

‚§√ß √â“ß∑’Ë‡ªìπ à«πæ√àÕß®”π«π
¢Õßµâπ‰¡â·Àâß ·≈–¥Õ°°–À≈Ë”™π‘¥
Àπ÷Ëß.
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‡°≈Á¥À‘¡–

 √ÿª

¡’ºŸâ π„®»÷°…“‚§√ß √â“ß∑’Ë¡’
‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«πÕ’°¡“° ‡π◊ËÕß
®“°‡™◊ËÕ«à“§«“¡‡¢â“„®∑’Ë≈÷°´÷Èß¢Õß∑’Ë¡“
¢Õß ¡∫—µ‘¥—ß°≈à“« πà“®–π”‰ª Ÿà§«“¡

‡¢â“„®‡°’Ë¬«°—∫°≈«‘∏“π‡™‘ß™’«¿“æ
·≈–‡™‘ß°“¬¿“æ¢Õß‚§√ß √â“ß∑’Ë¡’
≈—°…≥–‡ªìπ‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π
‡À≈à“π’È‰¥â¥’¢÷Èπ, √«¡∑—Èß™à«¬„Àâ “¡“√∂
®—¥°“√§«∫§ÿ¡ª√“°Ø°“√≥å∑’Ë‡°’Ë¬«
‡π◊ËÕß°—π¥â«¬ ¡∫—µ‘√à«¡∑’Ë ‡√’¬°«à“
‡√¢“§≥‘µæ√àÕß®”π«π‡À≈à“π’È ‰¥â
Õ¬à“ß¡’ª√– ‘∑∏‘¿“æ ®÷ß¡’π—°«‘®—¬
∑—Ë«‚≈°∑’Ëæ¬“¬“¡‰¢ªí≠À“Õ—π≈’È≈—∫∑’Ë
π” ¡∫—µ‘∑“ß§≥‘µ»“ µ√å‰ª„™â‡ªìπ
‚§√ß √â“ß¢Õß√–∫∫µà“ß Ê „π∏√√¡™“µ‘
Õ¬à“ßπà“ª√–À≈“¥‡ªìπÕ¬à“ß¬‘Ëß.

°‘µµ‘°√√¡ª√–°“»

¿“æª√–°Õ∫‡√¢“§≥‘µæ√àÕß
®”π«π„π∫∑§«“¡π’È§—¥≈Õ°®“°
Àπ—ß ◊Õ‡√◊ËÕß Fractal Growth Phe-
nomena ¢Õß Tamás VicsekÚ.
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Abstract Fractal Geometry
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Many structures or objects found in our surroundings possess special properties known as
fractal geometry.  The terminology arises from the discovery that these structures have fractal dimen-
sions.  In this article, only one definition of the dimension of a structure is given together with
examples of objects having fractal dimensions, which may be found in nature and are of great
interest.
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